
16 . Singular Homology

Theory



① 定義 ε ( 論的) 構成

Def

。 [n] : = {Ocs … an } : 順序 /集合 ←これをとみると

← これは1 。 日 : = { 対象 : [] たち (nzo)
: 単体simplex の 圏 (

満荒部分
射 : 非減少写像 {[n]} ≤Cat

e : 圏 simplicial object
ose := Fun (AP . e) : 単体的対象 の 圏

simplicial set
esSef := Fun (A',Se+) = ☆ : 単体的集合 の 圏

standard ha simeplex
aA "
:
= よ[n] = HomA (- ,[u]) : 標準的 n -単体

。 1心 : AtTop topological
身 も寸 よしなに

[n] →1A1 に=Ʃたった。 1 . 位相的 w -単体

Δ geometric realization

HH
= ntlo: sSet ～ p :幾何学的 実現

小 : 普遍随伴

Sing :=Lano は :Top esSet :特異単体的集合
A花ToP singular simplicial set

…

余貌備 counit ( sing × )→ × を CW近似と 呼 ぶぶ

= : アX これが℃W "な近似
”

のは非自明

☆やKom (A )か : 特異鎖複体 →
雄

Ab : 特異ホモロジー
れ ceuc singalar chain complex siegnlar homology*

CW
…

胞体鎖複体 Thm( 1 )
Clularce chaikcomplex



② 定義 の unfold と ( 幾何的 ) 構成

δ AA の 射 は 次 の 2種類で 生成される 、

河 = {o く … i … … n }[n+ ] = { O く … isit く … n+ }
si ↑ IIII * ↓ I II I
[n -. ] : {Oc …… …n -1 } = { c … らく … n }

D k Essef ( ie. K . APe set )

⑩式 K ; sSet c は 。 データ
simplex

nt[ 1] Knel
。 {k : 1集合 } nea : n一単体 の (集合

degerrereecyperafo

た ↓ isP⺗ ( ' ls, : ka→ kre 、 ) :退化作用素
facceoperato

{di :n.} : 面作用素
di↓ であって (Sicdi の 然るべき 関係 ) をみたすもの

、

[n-] .

DK = SingX = HomA ( よ - , SingX) : Hom, ( ⑪, x )

sing( X)
n
= Homo, ( Iθ

"

,
× )

司切 Homy (1 ぽ ') ,×)。) ⑫× ]
琵、 切 s 、 ↑ σ

, ↓ s
. ↑ "

O 1 2
2

司切 Homy ( 1ぽ' ), × )例
。
A

. 感⑰× 刈
O 1 2

I f 8 . ta di ↓ 8. λ
0 1

[ 17 * Homg ( IK )
,× ) a[

4

i ! ①× ]



Dlkl = 1
A
" ; l ( K = A

"
} と 書ける )

各( 点 Kan拡張による 計算と 思 ってもよい )

. J =
)k : categoryof elements が添字

:= { 対象 : (In] , p) : P EKn

射 : に : (切 p ) →(
何 p) ; u : ]→ [河 ,

K (u) (p ) = や
o K = SingX の 場合

。 bSing、X

5 = {対 ! 恐湖しい )《つっぽ >) wiっふ心 ”式「 x
1ビ 1字

X
E 7 =Nco 7会り旦" .

貼り合わせる 点 :

. II 1 { f . 1
☆ 川 →×

にわたるface 82 u ε louy
[]= { oc 1 n⑯ "

画 1 d_(f) (f. δ: (u 1) ～ d= (f)( .
u)

T7 ={0cc7 能感
”

貼り合わせる 点 :

にわたる‰ 球 udegens { f : lil → x

[]= { Oci }lol a☆f
o ε l0

tり
0 回… (f. ℃い) ～ (s( f), )。

1kに 品 ( Kn * 1ω 1 ) / ～

アメ = 期 (singaX ×ω1 ) / ~

位相 の 入 り 方 は colim としての 位相



https://kerodon.net/tag/001X

③証明すべきこと

Thu . 1 Iklは CW複体 である
。

( )

prf . simplicial set の 一般論として次 の pushoutがある。
Siの像に入らない
ー

hH 2A" sig
.

' A"

(
knd ≤ nk : non-degen . なの一 単体

σESund

↓ ↓ sknk ≤ kin以下単休とそ
degen全体らSet

skniksknk ∂℃ . = ska- 、~

colim と l 川の 交換 から1 kに lsknk ) は CW複体 ロ

Runk . IkIocellstmcture は prf . より

… olskn -cklstskakls …

i

K階 の各元 チごと n-cell→ IKI をひとつずっ
②

D C4(K ) =C(1K 1)=よ
… →ぁ
!
超
ぁ→
… }

微令 fek に対 し、dt の 係数は

② s
,
→IskuckI / lskaakl → Su

- y ~
' e ~

1 丬 1はf 1 'deg
→

a
1 "a1 | ビ -り / 120-リ

心 ~

= (- 1 )i Ca(k)→ Cn-. 、(K

i .e. dsingƩよりン d: :染
☆

あり

https://kerodon.net/tag/001X
https://kerodon.net/tag/001X


③

Thu
.

2 アXは weakequiv. である 。

Prf . surj は明 らか

TX 0 ←×
gpimplicialmap dog↑ # ⑲

⑦

川 Iω× I:ヘイァ
⑦ O 田

law川 2凸HIU LO|× {}
⑨

cntsiryy対応すsr

るげ“℃⑤hlsESingzX に ー*ー
hESingzX に ℃ーへ一
対応する2 -cell / Ψ

hlゥ ESingaX に 凡::ィ対応する 2-cell

ロ

① U で CGWH の 圏を表す
simplicial space

品H
: 単体的空間 の 圏

A芯 ひ



https://ncatlab.org/nlab/show/geometric+realization

③

Thu
.

2 H は 積を保存する ( )

prf . 1 XxY 1
ー
心↓ 余米田

≡ 1 fYm .4 ~×
f

^i |
d coend の colim保存

≡ 1 f
"

gxm. 4*"( ) 1
↓
l

1 の coli' m(coend)保
≡ {
"

Sxm. 1 H*ド( ) 1
↓ 標準的単以件に対するルと積の 交換

呂
≡ fg× m.µ|* / μ川

d coend のcolim保
≡ {
"

/ ×m㎡ 14 川× / 4川
↓ l l の colim (coend)保存

≡ f笑|× f ^
*

/µ|
d 余米田

≡ 1X × Y111 ロ

Cor. Cx (KxL )→hnhomotury (y ( K ) * Cx(L ) ロ

prf .

!
!?Tm'ululwaipue.

Cx (
"

1 )K 1*"(山)
(Eilenberg - Zilber)

dbydef .
C4 (K × L )→anntsyequivCx ( K ) * Cy(L ) ロ

https://ncatlab.org/nlab/show/geometric+realization
https://ncatlab.org/nlab/show/geometric+realization


① topological category
Catu : CGWH -豊穣 (位相圏) の 圏

。 A→ Catu ; [] → {oc… <n } : 自然に位相圏 とみなす

nerve

N : Catu→ sU : 脈体
classifying space心 (G :位相群) BG = / N (G) | : 分類空間

点位相圏とみる
。 ↑ unicersalbundl

0

A→ cal
EG - = 1NCG飛nA成

: 普遍束
凸

u

K(πin) := B
"

π : Eilenberg - Machane 空間㎡

リサン

②
。 N : Catu→ sU = Fun(AP,µ)

儿 儿

e → N (e) : AP*U 位相圏みなとす
00

[同 → N (e)。
= Fun( In]

,
e )

"

{Co → … → Cu : Cでの合成可能な射 に個 }
十 face は 隣接する 射 の 合成

degen . は idci の 付加

。 N ( )nG= Gn.

。 DecoN ( )nG = Nn+、 (@ = G
." N ( )n

Gnd ie
.
成全 に eが現れない

い

。 BG=
。

1 knN (G) | 差分は ( G^-W)× ( だ'- 1 a心^l )
Tpr

EG。 1 knDec+N( G)|差分は ( @^-W)× G × ( Kl- Ha℃ l )
⑦
G作用



https://ncatlab.org/nlab/show/decalage③ simplicial sel の 一 般論 ( ) として

Decok → K : Kanfibhition if K : Kan complex
dimealk hepy equir.

const Ko がある

u 3 EG は 可縮 (直感的には余分な成分が cone となる )

Prf . K = N(G) とし 、縦を使 うと

EG = 1 DecN(G ) |→lcons+N ( G)。=だに{ *}.
ロ

仮医士 : G は well - pointed . ( ie . {eesG :cofibration )

hu
.
4 EG → BG は fiber bundle .

prf . Ws Gr : coribration になり 、絶対レトラクト近傍 がある
。

骨格 の 次元 に 関 する帰納で 遼 の 自明化が取れる ロ

Thm
.
5 πqt、 (BG) = πq(G)

prf . G→EG→
5i≠
BG で EG :可縮 ロ

(仮医 : せは 可換)

hm. 6 Bπ は位相群

prf . π X π → π が gp . hom になり 、

すなわち 双方を位相圏 とみたときの関手 になるので 、

Bπ × Bπ → B (π×π)→ Bπ で積が 定義できる、ロ

π yk ( *.) = 8qn π

https://ncatlab.org/nlab/show/decalage
https://ncatlab.org/nlab/show/decalage

